PAGE  
8

Міністерство освіти і науки України

Інститут інноваційних технологій та змісту освіти

XLVІII Всеукраїнська олімпіада юних математиків

Другий день
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8.5. (Лішунов Віталій) Відомо, що при деякому натуральному 
[image: image1.wmf]n

 десятковий запис числа 
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 закінчується цифрою 
[image: image3.wmf]4

. Знайдіть цифру десятків цього числа.
Відповідь: 
[image: image4.wmf]8

.

Розв’язання. Зрозуміло, що на відповідь не впливає число 
[image: image5.wmf]n
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, тому шукані цифри у чисел 
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 співпадають. Оскільки число 
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, з одного боку дорівнює 
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, тобто є квадратом натурального числа, а з іншого закінчується на 
[image: image11.wmf]0

, то це число повинно закінчуватись на 
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. Таким чином 
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 деякі натуральні числа. Тому останні дві цифри числа це — 
[image: image15.wmf]84

.
8.6. (Рубльов Б., Торба С.) Є п’ять купок, в яких лежить 42, 70, 105, 462 та 2009 камінців. Дозволяється проводити такі операції: замість двох купок, в яких було 
[image: image16.wmf]a

 і 
[image: image17.wmf]b

 камінців утворити
· дві купки, які містять 
[image: image18.wmf]a

 і 
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 камінців;

· дві купки, які містять 
[image: image20.wmf]a

 і 
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 камінців.

Також можна вибрати 
[image: image22.wmf]k

 різних купок, загальна кількість камінців в яких дорівнює 
[image: image23.wmf]nk

, де 
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 — деяке натуральне число, та замість них утворити
· 
[image: image25.wmf]k

 купок по 
[image: image26.wmf]n

 камінців в кожній.

Чи можна за скінченну кількість кроків одержати 5 купок, в кожній з яких буде по:

а) 2008 камінців;



б) 2009 камінців?
Відповідь: а) не можна;
б) можна.
[image: image382.wmf]3
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Розв’язання. а) Легко побачити, що НСД усіх чисел 42, 70, 105, 462 та 2009 — це число 7. Будь-яка з наведених операцій залишає умову кратності НСД кількості камінців у купках на 7. Тому відповідь на запитання пункту негативна, оскільки НСД дорівнює 2008 і не ділиться на 7.

б) Відповідь на запитання цього пункту позитивна, наведемо одну із схем одержання потрібного набору. (42,70,105,462,2009) 
[image: image27.wmf]®

 (42,35,105,462,2009) 
[image: image28.wmf]®

 (7,35,105,462,2009). Далі ми для купки з 7 камінців застосовуємо операцію збільшення іншої купки на 7 камінців: 
[image: image29.wmf]®

 (7,35+7*1061,105,462,2009). Після цього для одержаних 5 купок, які в сумі містять 10045 камінців ми застосуємо операцію поділення на рівні купки, і одержимо потрібне.

8.7. (Крюкова Галина) В чотирикутнику 
[image: image30.wmf]ABCD

 діагоналі 
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 і 
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 перетинаються в точці 
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. Відомо, що діагональ 
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 перпендикулярна стороні 
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, 
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. Знайдіть відношення 
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Відповідь: 
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Розв’язання. З умов задачі легко знайти такі кути (рис.1): 
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. Проведемо промені 
[image: image43.wmf]AD

 та 
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. Тоді 
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 — бісектриса 
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 — бісектриса 
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, звідки 
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 — бісектриса 
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, що легко доводиться з ГМТ бісектриси. Отже 
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 — рівнобедрений, тому 
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 з прямокутного трикутника 
[image: image57.wmf]ADO

D

 з кутом 
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8.8. (Крижанівський Олег) У Петра є декілька однакових білих квадратиків розміром 
[image: image60.wmf]4
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. Кожну клітинку 
[image: image61.wmf]1
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 кожного квадратика він фарбує у червоний або синій колір у такий спосіб, щоб серед усіх стовпчиків усіх квадратиків не було двох однаково пофарбованих, і серед усіх рядків усіх квадратиків не було двох однаково пофарбованих. Повертати та перегортати квадратики не можна. Яку найбільшу кількість квадратиків таким чином Петрик може зафарбувати?
Відповідь: 
[image: image62.wmf]4

.
Розв’язання. Усього є 
[image: image63.wmf]16
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 різним чином пофарбованих стовпчиків. Але кожний квадрат містить рівно 4 стовпчики, тому усього різних квадратів не може бути більшим за 
[image: image64.wmf]4
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. Доведемо, що рівно таку кількість ми можемо зафарбувати. В таблиці наведено відповідний приклад. Досить перевірити виконання умови лише для стовпчиків, а для рядків все витікає з симетрії відносно діагоналі.

9 клас

9.5. (Лішунов Віталій) Відомо, що при деякому натуральному 
[image: image65.wmf]n

 десятковий запис числа 
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 закінчується на цифрою 
[image: image67.wmf]3

. Знайдіть цифри сотень та десятків цього числа.

Відповідь: 
[image: image68.wmf]97
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Розв’язання. Зрозуміло, що на відповідь не впливає число 
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]n
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 співпадають. Оскільки число 
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 з одного боку дорівнює 
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, тобто є кубом натурального числа, а з іншого закінчується на 
[image: image75.wmf]0

, то це число повинно закінчуватись на 
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. Таким чином 
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 деякі натуральні числа. Тому останні три цифри це 
[image: image79.wmf]073

.
9.6. (Бачеріков Олександр) На дошці записано 
[image: image80.wmf]n

 натуральних чисел. До них можна дописувати лише натуральні числа вигляду 
[image: image81.wmf]b
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, де 
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 і 
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 — раніше записані числа. Виявилось, що, діючи у такий спосіб, на дошці можна отримати будь-яке натуральне. Знайдіть найменше значення 
[image: image84.wmf]n

 та з’ясуйте, які числа були записані на дошці спочатку (розгляньте всі випадки).

Відповідь: 
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Розв’язання. Оскільки 
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, то число 
[image: image88.wmf]1

 такими операціями одержати неможливо. Тому воно повинно бути записане на дошці. Одного числа недостатньо. Покажемо, що вистачить двох чисел. Означимо друге число через 
[image: image89.wmf]x

. Число 
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 єдине, яке ми можемо одержати на першому кроці. Оскільки воно натуральне, то 
[image: image91.wmf]2

1

1

³

-

+

x

x

 
[image: image92.wmf]Þ

 
[image: image93.wmf]2

2

)

1

(

-

³

+

x

x

 або 
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. Таким чином цим другим числом може бути або 
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, і ми маємо два можливих набори: 
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Доведемо, що вони обидва задовольняють умову. Оскільки 
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, то після першого кроку ми в обох випадках приходимо до набору 
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, і залишається показати, що з цієї трійки можна одержати будь-яке натуральне число, більше за 
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Нехай ми вже одержали набір 
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. Покажемо, як одержати наступні два числа. З чисел 
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, далі з чисел 
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, звідки й випливає потрібне. 
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9.7. (Примак Андрій) У гострокутному різносторонньому трикутнику 
[image: image108.wmf]ABC

 проведено висоту 
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. На стороні 
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 вибрано таку точку 
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 і 
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 перетинаються в точці 
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. Через точку 
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, перпендикулярно до сторони 
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 провели пряму 
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, яка перетинається з прямою 
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 в точці 
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. Доведіть, що пряма 
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 перетинає відрізок 
[image: image122.wmf]BF

 у його середині.

Розв’язання. Нехай точка 
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 — це перетин прямої 
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 з описаним навколо 
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 EMBED Equation.3  [image: image127.wmf]1
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 (рис.2), тому 
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 — діаметр. Тому 
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 лежать на одній прямій. Оскільки 
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 — точка перетну діагоналей трапеції 
[image: image135.wmf]CFBN

, а 
[image: image136.wmf]K

 — точка перетину продовжень її бічних сторін, то далі все випливає з відомих властивостей трапеції. 
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9.8. (Крижанівський Олег) У Петрика є декілька однакових білих квадратиків розміром 
[image: image137.wmf]4
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 клітинки. Кожну клітинку 
[image: image138.wmf]1
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 кожного квадратика він фарбує у червоний або синій колір у такий спосіб, щоб у будь-яких двох квадратиків відрізнялися перші, другі, треті й четверті стовпчики відповідно, а також перші, другі, треті й четверті рядки відповідно. Повертати та перегортати квадратики не можна. Яку найбільшу кількість квадратиків таким чином Петрик може зафарбувати?
Відповідь: 
[image: image139.wmf]16

.
Розв’язання. Оскільки кожні два квадрати відрізняються в кожному рядку та кожному стовпчику, то вони вже відрізняються вже у першому стовпчику. Існує усього 
[image: image140.wmf]16
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 по різному пофарбованих стовпчиків, тому усього Петро не зможе пофарбувати більше ніж стільки різних квадратів, що задовольняють умови задачі.


Покажемо, що це число і є відповіддю. Він бере 
[image: image141.wmf]16

 білих квадратиків та фарбує у них перші стовпчики усіма можливими різними варіантами. Одержані квадрати вже відрізняються у перших стовпчиках. Покажемо, як він буде фарбувати далі з виконанням умов задачі. Він буде використовувати циклічно-діагональний шаблон, який можна описати таким чином. Для кожного білого квадрату він (умовно) відрізає перший стовпчик, переставляє його верхню клітину донизу та накладає його на другий стовпчик для його фарбування. Аналогічно він одержує третій стовпчик з другого тощо. Відповідний приклад наведено нижче: 


Розглянемо тепер два різних квадратики 
[image: image142.wmf]Y
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. За побудовою вони відрізняються у першому стовпчику. Нехай вони відрізняються у клітині з порядковим номером 
[image: image143.wmf])
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 знизу. Якщо вони відрізняються в декількох клітинах, то виберемо довільну.  Оді їх другі стовпчики відрізняються у клітині з номером 
[image: image144.wmf])
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 і т.д. Таким чином усі стовпчики різні, але клітина відмінності знаходиться в певному рядку, вона відрізняється з відповідним іншим квадратом. Тому, вона так само рухається вздовж рядків, як і вздовж стовпчиків, що задає відмінність у кожному рядку. 
10 клас

10.5. Дивись задачу 9.5.
[image: image387.wmf]1
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10.6. (Коротков Андрій) Для клітчатої дошки розміром 
[image: image145.wmf]10
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 розглядаються усі можливі розфарбування 10 його клітинок, для яких у кожному рядку і кожному стовпчику знаходиться рівно одна пофарбована клітинка. Для кожного розфарбування знаходиться прямокутник найбільшої площі зі сторонами, що йдуть по лініям сітки, і який не містить жодної пофарбованої клітинки. Яке найбільше значення може приймати площа цього прямокутника?

Відповідь: 
[image: image146.wmf]25

.
Розв’язання. Надалі розглядаємо прямокутники зі сторонами, що йдуть вздовж ліній сітки. 

Нехай на дошці знаходиться прямокутник розміру 
[image: image147.wmf]B
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 без помічених клітинок (
[image: image148.wmf]A

 — ширина, 
[image: image149.wmf]B

 — висота). У 
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 стовпчиках, де лежить прямокутник, має знаходитися 
[image: image151.wmf]A

 помічених клітинок (за умовою). З іншого боку, ці 
[image: image152.wmf]A

 клітинок будуть знаходитися у рядках, відмінних від тих 
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10.7. (Петровський Д., Аныкушин А., Рубльов Б.) Для довільних додатних чисел 
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Розв’язання. а) Перепишемо нерівність у вигляді: 
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б) Розглянемо допоміжну нерівність: 
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10.8. (Білокопитов Євген) Нехай 
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 — точка перетину висот гострокутного трикутника 
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Розв’язання. Позначимо через 
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11.5. (Арман Андрій) Послідовність 
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Відповідь: 
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11.6. У країні є 
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 міст. Компанія монополіст хоче установити повітряне сполучення між деякими містами. Уряд вимагає, щоб повітряне сполучення між містами задовольняло таким умовам: щоб з кожного міста можна було дістатися до будь-якого іншого за один або декілька  перельотів, а також з кожного міста виходила однакова кількість рейсів. Зауважимо, що рейсом між містами 
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, а також між двома містами може існувати щонайбільше один рейс. Але компанія хоче зробити так, щоб можна було закрити якомога меншу кількість рейсів, і вже не з кожного міста можна було дістатися до будь-якого іншого. Яку найменшу кількість рейсів треба буде закрити компанії, якщо:
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а) Розіб’ємо усі міста на дві групи з 1003 та 1005 міст в кожній. В кожній з цих груп з’єднаємо усі міста за циклом, вийде степінь кожної вершини 2. Далі виділимо у кожній з компонент по одному місту та з’єднаємо їх рейсом „007“. Решту парну кількість міст у кожній групі з’єднаємо між собою додатковими діагоналями всередині групи таким чином, щоб степінь кожної вершини стала 3 (рис.5). Зрозуміло, що достатньо розірвати рейс „007“ і умови виконані. Таким чином для подібних конструкцій відповідь 
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б) Позначимо цю мінімальну кількість через 
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Від супротивного, припустимо, що 
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 — парна кількість міст. Якщо до вилучення степінь кожної вершини була 
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11.7. (Клурман Олексій) Доведіть, що для довільних невід’ємних дійсних чисел 
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Розв’язання. З нерівності Коші — Буняковського випливає, що достатньо довести таку нерівність: 
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Маємо 
[image: image284.wmf]2

2

)

(

)

1

)(

(

c

b

a

c

b

c

b

a

+

+

³

+

+

+

+

 для невід’ємних 
[image: image285.wmf]c

b

a

,

,

. Тому 
[image: image286.wmf]2

2

)

(

)

1

(

c

b

a

c

b

a

c

b

a

a

+

+

+

+

+

+

£

. Якщо усі ці нерівності додати, одержимо, що достатньо довести таке: 
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Розв’язання. Позначимо через 
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  перетинаються в одній точці.
	м. Дніпропетровськ
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	На виконання завдання відводиться 4 години

Кожна задача оцінюється в 7 балів

Користування будь-якими електронними засобами забороняється

	

	Результати, умови, перебіг подій олімпіади можна буде знайти в Інтернеті за адресою:
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